Regression: Allgemeine Gleichung 2.
Ordnung

Quellen
Wikipedia : Carl Friedrich Gauss
Wikipedia : Gaulisches Eliminationsverfahren

Wikipedia : Cramersche Regel
OpenHardSoftWare.de : Cramersche Regel

Ubersicht

Allgemeine Gleichung 2. Grades in impliziter Form:

F(z,y) —az’ + by’ +cxy+det+ey—1| (1)
mita,b,c,d,e € Rundz,y € R

Fiheory (%,7) = ax® + by® + cxy + dz + ey — 1| (1.1)

Fmeasure (xia yz) - CLZIZ? + byzz + cx;y; + dmz + ey; — 1 (1.2)

Dabei gilt die Nicht-Identitat fur alle gegebenen Punkte:
VPi(zi,y:) # VPj(z;,y;)
mit IV : Anzahl der Punkte P; und i, j € [5, .., N|
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Allgemeine Gleichung zweiten Grades(hier Ellipse) mit gegebenen Punkten

Herleitung
Allgemeine Gleichung 2. Grades:
F*(z,y) = 0 = a*z? + b*y? + c*zy + d*z + e*y + f*

Identisch zu (Division durch — f):

F(z,y) :=az’ + by’ +cxy +dz+ey—1| (1)

ohne Einschrankung der Allgemeinheit.
Damit gilt es, die (linearen) Koeffizienten a, b, ¢, d, e zu bei einer gegebenen Punktemenge P, =
(z;,y;) zu berechnen.

Die "Methode der kleinsten Fehlerquadrate" nach Carl Friedrich Gauss liefert folgenden Ansatz:

N 2

Szzl {Fm(:c,y)—ﬂ(:c,y) (2)

mit:

Fineory (z,y) = Fy(z,y) = az® + by’ + cay +dz +ey—1=0 (1.1)*
und:

Frcasure (T, Y) = Fp(zi,y;) = az? + by? + cxiy; +dx; +ey; — 1 (1.2)

ergibt sich:
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N 2
S = Z {aw? + byi2 + cx;y; +dzr; +ey; — 1 (3)
i=1

Notwendige Bedingungen, damit die Koeffizienten a, b, .., e optimal mit kleinstem Fehler durch die
Punkte P;(xi,y;) gefittet werden:

0S

B 0=2% laa? + by? + cziy; + dw; + ey; — 1] [27]

85 2 2 2

T 0= 22 [aa:i + by; + cxiy; + dx; + ey; — 1] [yl}

0S 5 5

Be =0=2 Z [axi + by; + cx;y; + dz; + ey; — 1] [:Bzyz}

0S 5 5

34 =0= 22 [aaji + by} + cx;y; + dz; + ey; — 1] [a:z]

05 2 p2

o = 0= 22 lax? + by? + cxiy; + dz; + ey; — 1] [y;]

05 4 2,2 3 3 2 2

B 0=> [awi + bz y; + cxjy; + dx} + exiy; — ZIZZ]
a i

05 2,2 4 3 2 3.9

05 3 3 2,2 2 2

o = 0=> [aziy; + bz;y} + caly? + daly; + ex;y? — zy;)
c i

oS 3 2 2 2

5 0=> [awi + bz;y; + cxiy; + dx; + ex;y; — w,}

05 2 3 2 2

e =0= Z [ami Yi + by? + cx;iy; + dz;y; + ey — yz]

ad af +bX wtyf ey aty +dya} red aly =Y o
ad xiyl +b Y e wiyl +d myf ted vyl = 2y

ad @y + 0wy + e wiy; +dY iy +ed iyl = 3wy
7 7 (3 (3 7 2



aY x +bY wyl +ed alyi+dd i +ed wiy;

7

ad xiy +0> Y} ted iyl +dY Ty ted Yl =Dy

Daher folgt ein lineares Gleichungssystem der Unbekannten a, b, ¢, d, e :
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Die Losungen fir a, b, ¢, d, e ergeben sich prinzipiell aus der Cramerschen Regel:
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Da die Anzahl der Unbekannten a, b, ¢, d, e die Zahl 4 Uberschreitet, eignet sich das Gaulische

Eliminationsverfahren zur effizienten Bestimmung der Unbekannten.
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