Hauptachsen-Transformation

ToDo

Die Falle 1. - 4. mussen noch Uberarbeitet werden !!!

Python Programm "Gaul}sches Eleminationsverfahren"muss geschrieben werden!!!

Python Demo-Programm muss geschrieben werden!!!

Gleichung (20) muss mit Python-Programm gepruft werden!!!

Quellen

mathebibel.de : Eigenvektoren berechnen

Wikipedia : Hauptachsentransformation

Wikipedia : Kegelschnitt

Wikipedia : Drehmatrix

Download als PDF-Dokument : 2206191749 MajorAxisTransformation.pdf

Ubersicht

Die allgemeine Gleichung 2. Grades beschreibt in der 2-dimensionalen x * y € R? XY-Ebene eine
Ellipse, Hyperbel oder Parabel in gedrehter Ursprung-Nicht-Mittelpunkt-Lage:

F(z,y) =a*z® +b*y* + ey +d*'z + ey + f=0| (1)

Gleichung (1) kann ohne Einschrankung der Allgemeinheit in Gleichung (2) Gberflhrt werden:

F(z,y) =az’ + by’ +cxy+dex +ey+1=0] (2)

Dabei geben die Terme "dx" und "ey" ein Mass der Verschiebung vom Ursprung und "czy" ein Mass
der Drehung bezlglich der Achsen des Koordinatensystems an.
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Ziel der Hauptachsentransformation:
Gleichung (2) soll in eine Gleichung ohne Dreh- bzw. gemischten Term "czy" umgeformt werden:

F(z',y)=az” +by” +dz’ +ey +1=0| ()

2" 2"

Zusammen mit quadratischer Erganzung in "z, x ergibt sich dann (in unserem Fall eine

und "y, y
Ellipse) eine Gleichung (4) der Form:

I 2 I 2
F($/,y,) _ (QL' rzxm) + (y =2ym) —1

a b

(4)

Herleitung

Gegeben

Gleichung (2):
ar? + by’ +cxy+dr+ey+1=0

In Matrizen-Schreibweise umformen:

ax? +by? +cxy +dx+ey+1= (m y)

SN O

(i) +dr+ey+1=0
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Formal:
F(z,y) =2TAZ +dx +ey+1=0 mit 2T = (x,y) und der symmetrischen Matrix A:

()
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Eigenwerte der Matrix A

Eigenwerte der symmetrischen (2, 2) - Matrix A als Lésung der Eigenwertgleichung:

det(A—AE) =0/ (6)

mit den Eigenwerten A1 und As:

D(X) = det|A — AE] = det
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und damit berechnen sich die Eigenwerte A; und Ay zu:
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Eigenvektoren der Matrix A

Aufgrund der beiden Eigenwerte A1 und A5 erhalten wir zwei Gleichungssysteme und damit die
Eigenvektoren €; und € :
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Aus (9) ergeben sich die Gleichungen:

C
(a—A)ews + 6y = 0| (1)

gelm —|— (b — )\1)€1y = O (12)

Gleichung (7) in Gleichung (11):

(CL — )\1)6193 + gely =0

2a —a —b— +/(a —b)2 + 2 c
\2/( ) 61x+§€1y:0

[a—b—v/(a—b)?+ e, +cer, = 0| (13)

Gleichung (7) in Gleichung (12):

Eelm + (b - )\1)61y =0
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b By
Eelx+(b—a+ ++/(a )+c)61y:0
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%—a—b—+/(a—b? +
gelw‘l‘( - \z/(a e Jeiy =0

[b—a— \/(a—b)2 —I—cz]elm +cely, =0/ (14)

in expliziter Form fir ey,

—b+ — b)% + 2
el = = V% LA, e

Il1 die folgenden Félle miissen noch Uiberarbeitet werden !!!

Fall 1:
la—b—+/(a—b)2+c2| #0undc#0

« wahle ey, :=1

* berechne ey, aus Gleichung (15)

gelx + (b — )\1)61y =0

Fall2:[a —b—y/(a—b)?+c?| =0undc# 0

e wahle ey, :=1




* berechne ey, aus Gleichung (15)

Fall3:j[a —b—4/(a—b)2+c2| #0undc =0
+ wahle ey, := 1
* berechne ey, aus Gleichung (15)

Fall4:[a —b—+/(a—b)2+c2| =0undc=0
e wahleey, :=0
* berechne ey, aus Gleichung (15)

Entsprechend berechnet sich der Eigenvektor €5 — (6233, ezy)T

Normierung eines Eigenvektors € = (e, e,)" :

Y
Jete yJete

Ergebnis:

€ = ( )T'| (16)

€1 = (e1z,€1,)" |und | & = (e2q,9,)" | (17)

Transformationsmatrix

Aufstellen der Transformationsmatrix S mit spaltenweiser Anordnung der Eigenvektoren:

S = (e“‘ 62”0) (18.1)
€1y €2y

Transformation, ersetze x, y durch u, v:

() -5()- (25 ) () onn
Yy v 61y 62y v

Entsprechende Drehmatrix R um den Drehwinkel o

R (6w €x) _ (cosa —sina
ely €y sina  cosa

ergibt:
sin o €9z el
—tana = —— = —2 (19)
COS Qv €1z €2y

Damit wird die Gleichung (2) :



ax? + by’ +cxy+dx+ey+1=0

ubergefuhrt in:

Mu? + Mv? +eu+6v+w=0]| (20)

"Beweis" durch Einsetzen:

Transformationen fir x, y (Gleichung 18.2):
T = e1,U+ €,V
Y = e1yU + eV

in Gleichung (2):
ax? +by? +cxy+dr+ey+1=0

einsetzen:
—1 = aleu + e, v]? + bler,u + ez, v]*+
cleizu + exgv][eryu + exv] + dlerzu + expv] + eleryu + egyv]

002 42 2 2 2,2 2 .2
—1 = aej, u” + ae3, v° + 2aei €9, uv + 2bey, u” + bey v° + 2bery ez uv+
ce1z€1,U? + ceryeuv + cer e, uv + ceazen v+
deizu + deg, v + eejyu + eegyv

—1 = vu’[aei, + bei, + ceiery] + v*[ae3, + be3, + cexzeny]+
uv(2aei ez, + 2beryeqy, + cepyesy + ceryes]+
uldei, + eeqy| + v[dey, + eeyy]

(?7?7?richtig???) Einschub: Probe: gemischter uv-Term muss Null werden:

!
0 = [2aei e, + 2ber ey, + ceryery + ceryesy]

damit:
0 = u’[ael, + bel, + cezey] + v*[aes, + bej, + cexzeqy]+
ulde, + ee1y] + v([des, + eegy] +1

Vergleich mit Gleichung (20):

Muw? + v +eu+dv+w=0

= PROOF!Il| A = ae}, + bei, + cerzeqy

= PROOFII | \; = aej, + bes, + cexgeyy




= PROOF!! | e = dey, + eey,

= PROOF!I!|§ = dey, + eey,

= PROOF!|w =1

Die Gleichung (20) beschreibt in den neuen Koordinaten u, v eine achsenparallele Ellipse!
Die Normalform findet sich durch quadratische Erganzung:

A |u? + iu] + Ag[v? + iv] = —w

A1 Ao
Al[u+2i)\1}2+)\2[v2+)%v]:46—j%—w
Al[u+2—§1}2+>\2[v+ 2)\2]2 = 46;% + 45;% —w
Mot s hd - SO
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=1

Mit den Definitionen fiir die grosse und kleine Halbachse a, b und die Mittelpunktsverschiebung M =

(U y U ):

2 A2 + 0202 — 4wAIN2
4X3)\2
b €03 + 6207 — dwAiN3
' 4NN
w — &
m 21
Vb
20

folgt die Normalform der Ellipse im gedrehten achsenparallelen u, v-Koordinatensystem:



Die Falle 1. - 4. mussen noch uberarbeitet werden !!!

Python Programm "Gaul3sches Eleminationsverfahren"muss geschrieben werden!!!
Python Demo-Programm muss geschrieben werden!!!

Gleichung (20) muss mit Python-Programm gepruft werden!!!



